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I1 mio interQento consiste in alcune osservazioni ed esempli
ficazioni su questa contrapposizione, che non ha ragione di sussistere, e su
come si possa intendere il ruolo della LM nella scuola media. Lo spazio mi
costringe a procedere per punti schematici.

1) Occorre distinguere tra ragionamento formale e ragionamento forma -

lizzato. Le tipiche contrapposizioni "intuizione-formalizzazione", con
1'enfasi posta sulla creativitid della prima e la sterilitd della seconda(l)
tendono a confondere i due aspetti riducendo il primo al secondo.

La contrapposizione esasperata pud avere conseguenze perlomeno dubbie;
accanto ai rischi di eccessivo formalismo (che sono i pid secontati) vi

8 un pericolo speculare: quello della falsa concretezza e della confu
sione del metodo matematico con quello sperimentale, proprio delle saien
ze naturali. Sar3d quindi opportuno:

2) Distinguere tra ragionamento empirico e ragionamento intuitivo.

La discussione & affrontata magnificamente nel libro di M. Krygovska,
Didattica della matematica, tradotto a cura dell'UMI, cui rimando. In
sostanza, il matematico non procede come il naturalista, il quale va al
la ricerca di una legge generale che contenga i casi particolari cono
sciuti, Di fronte alla successione: 1 + 2=3, 1 + 2 + 3=6,..., il matematico
va alla ricerca di una legge che dica come devono essere le cose. In
altre parole dall'esame della successione giunge alla legge con un ragio
namento intuitivo, non ancora rigoroso. A questo punto, il ragionamento
empirico sarebbe concluso; non cosi quello intuitivo: vi & ancora una la
cuna da colmare; occorre una sorta di "legalizzazione formale' del ragio
namento intuitivo. Naturalmente, il problema & di trovare un giusto equi

librio tra il momento intuitivo e quello formale(2).



66

3) Il ragionamento formale. Si pud asserire che il giovane ragiona

formalmente se egli, consapevolmente, cerca di dimostrare secondo la logica
una certa tesi, partendo da un gruppo definito di altre tesi, che in una
data situazione sono state ritenute corrette intuitivamente o sono. state
precedentemente dimostrate. Cid comporta un uso piii dosato e completo del
metodo assiomaticp. Esso spesso & presentato come un monolito immobile: si
danno gli assiomi e 'poi si derivano i teoremi "ragionando" in base a rego
le deduttive non meglio esplicitate. Esso invece coinvolge ben altre cate
gorie mentali ed & comunque necessario spezzarlo in bocconi piii digeribili
e dargli una veste pid snella e dinamica. I punti essenziali sono:

a) preparare il terreno con una organizzazione locale deduttiva del
materiale di insegnamento, con graduale ampliamento delle deduzioni. In
particolare occorre sviluppare 1'idea che la certezza matematica & sempre
del tipo: "se A allora B", e quindi acquisire il concetto di inferenza
(la LM trova qui collocazione naturale; cfr. gli esempi alla fine).

b) 1'assiomatizzazione & la chiave di volta dell'astrazione matemati

ca: da un lato come matematizzazione , ovvero presa di coscienza di questo

carattere di astrazione; dall'altro, come interpretazione, cioé& presa di
coscienza del carattere relazionale della matematica (éd es, gli assiomi di
gruppo descrivono realtd estremamente diverse).

4) Alcuni esempi di come la LM possa contribuire a fare acquisire alcu
ne delle capacitd sopra descritte (in particolare cfr. 3a).

i) equazioni e disequazioni sono un ottimo tipo di esercizi per
studiare le relazioni di inferenza in presenza di variabili quantificate
(in forma molto semplice). (3° anno scuola media, biennio);

ii) in un certo argomento matematico (ad es. le isometrie) su cui

si sia giunti a una sufficiente acquisizione di teoremi intuitivi, si



propone di costruire in forma logicamente corretta vari enunciati a parti
re da un certo stock disordinato di frasi, in modo da otteﬁere la dimo
strazione formale di un teorema (2°, 3° anno scuola media superiore);

iii) lo studio dei 1imiti e della continuitd preparato con uno
studio sui quantificatori (nascosti, non algoritmici, alternati,ecc.)
(ultimi anni scuola media superiore);

iv) stesura di programmi per calcolatrici programmabili, al fine

67

di risolvere problemi di varia natura: & un contesto "naturale" in cui pro

prietd e teoremi matematici necessitano di una versione formale per po

tere stendere il programma opportuno.

(1) Cfr. la controversia tra C. Segre e G. Peano sul primo numero della
Rivista di Matematica; cfr. anche le posizioni estreme di Bourbaki e
di Lakatos sull'argomento. Si noti che 1'esasperata formalizzazione au
spicata da Peano forni l'estro a facili strali e argomentazioni contro
la logica formale. Se esse sono comprensibili in un Segre o in Poincaré,
stonano alquanto cinquant'anni dopo in Lakatos.
(2) A. Weil paragona 1'assiomatica alle vie di comunicazione e ai rifor
nimenti nelle retrovie (Collected papers, vol., I, Springer, pag. 254).
L'analogia vale, a mio parere, anche per il lavoro dell'insegnante di
matematica.
Relazione del Prof. R. Ferro (Padova).

I1 problema dell'introduzione di elementi di logica mate
matica nelle scuole secondarie richiede un'analisi su cos'@ la logica
matematica e sull'opportunitid di presentare alcuni suoi aspetti a stu

denti delle scuole superiori.
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I1 tentativo di rispondere alla prima domanda non & dei pid
agevoli: ci sono vari punti di vista sulla logica matematica., Alcuni la
considerano come un'analisi del ragionamento matematico, altri come uno
studio della precisione e dei limiti che un linguaggio pone allo studio
di una struttura, altri ancora sottolineano 1'aspetto di fondazione
della matematica, altri poi ne fanno uno strumento per un'analisi del
peso dei principi della matematica partendo dai pid costruttivi. E tutto
questo senza voler essere esaustivi,

Comunque ci sono alcuni aspetti che sono comuni a tutte le
posizioni. Da una parte il linguaggio formalizzato, dall'altra il lin
vello di astrazione, e i due aspetti sono strettamente legati.

Infatti la logica analizza strutture generali astratte inclu
denti un linguaggio e la formalizzazione del linguaggio stesso & indispen
sabile per precisare 1'oggetto d'indagine.

Questi aspetti ci permettono giid di formulare alcune con
siderazioni.

E' inutile accedere a certi livelli di astrazione se non se
ne colgono le motivazioni, rimarrebbero pura forma. Questo rischio & gia
presente nell'usuale insegnamento della matematica, tanto che molti stu
denti la considerano un inutile esercizio formale totalmente sganciato
da ogni altra disciplina e dalla vita reale. Cosa succederebbe della logi
ca matematica se non ci fosse la minima idea dei problemi che questa ten
ta di chiarire? Non per niente ogni manuale di logica matematica nell'ini
ziare, mentre non pone prerequisiti specifici, richiede al lettore una
"maturitd matematica'. C'é da chiedersi se gli studenti delle superiori

possiedono una maturitd matematica.
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Forse allora 1'azione da svolgere dovrebbe puntare ad uno svi
luppo ‘della maturita matematica sia legando la matematica alle altre disci
pline, sia analizzando la matematica da un punto di vista critico.

Un esempio pud forse chiarire meglio quanto si vuole sostenere.
Nelle prime classi superiori spesso si introducono i numeri reali median
te la costruzione di questi dai razionali (generalmente con le sezioni
di Dedekind).

Per gli studenti detta costruzione risulta il pid delle volte
una "inutile pedanteria matematica' senza alcun senso reale.

Sostanzialmente i numeri reali 1i.sapevano usare gia prima
e 1i continueranno ad usare dopo senza che la costruzione abbia portato
alcun concreto giovamento. Anzi-la pesantezza della costruzione e la sua,
in un certo senso; inutilita rafforzano la posizione psicologica che consi
dera la matematica inutile peso che si & costretti a sopportare. Peggio
poi per quelli che hanno attentamente seguito la costruzione: essl spesso
si rafforzano nell'idea della effettiva realta dei numeri reali cosi
come costruiti, nella assoluta mancanza di problemi sulla loro costruzio
ne, di una sistemazione definitiva dei numeri reali, spinti cosi verso un
illuminismo dcritico.

E che shock quando ci si.accorge poi che i reali si possono
costruire anche ‘in modi diversi, che il teorema di unicitad a meno di isg
morfismi & fondato'su'principi~almeno‘tanto-problematici quanto 1 numeri
reali-stessi, che ¢i sono anche gli iperreali, che i reali sono troppi da
potere asserire di averne una precisa conoscenza.

D'altra parte si potrebbe proporre una diversa presentazione

dei numeri- reali.
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Preliminarmente si esaminerebbero i limiti dei numeri razionali
per far sorgere 1'opportunitd di avere a disposizione certi nuovi enti
come soluzione dei precedenti problemi. Questi enti poi dovranno avere un
opportuno comportamento da precisarsi mediante la presentazione di proprie
ta fondamentali da cui si possano dedurre le altre proprietd (presenta
zione matematica). Rimarra allora aperto, e questo andrd precisato e sotto
lineato, il problema della consistenza degli assiomi, e qui si potra intro
durre la costruzione di Dedekind come un (non il) modello che mostra la
consistenza relativa degli assiomi, e si potrad non insistere molto sulla
costruzione, dandone eventualmente solo una traccia, ma precisare come
si colloca nel contesto dello sviluppo del corso.

L'insegnante con una preparazione logico matematica saprebbe
fare i dovuti collegamenti con 1'impostazione assiomatica della geometria e
far vedere come il problema della consistenza degli assiomi richieda una
precisazione su cid che si pud dedurre da essi, come sia cioé un problema
che ha lo stesso sistema matematico e quanto si pud dedurre in esso come
oggetto d'indagine, come si sia dunque ad un livello d'astrazione superio
re (ma motivato dal preciso contenuto del problema che si sta affrontando),
come sia necessaria una precisazione formale del linguaggio.

Un tale insegnante rivelerebbe inoltre come la dimostrazione
di consistenza sia relativa, sostanzialmente perché non si pud dare una
dimostrazione di consistenza assoluta di teorie che contengono 1'infinita
dei numeri naturali. Egli farebbe inoltre notare la non elementarietd
degli assiomi archimedeo e di completezza, e la non numerabilita dei rea
1i con 1'apertura che cid comporta alla problematica della approssimazione
e all'utilizzazione pratica dei numeri reali. E tutto cid senza dover intro

durre la logica matematica.
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Questo esempio suggerisce come potrebbe essere visto 1'inseri
mento della logica matematica nelle superiori, cioé& solo come guida all'insg
gnante nel precisare come affrontare la problematica della matematica.

Al di 13 dell'esempio, un insegnante con una preparazione anche
in logica matematica saprebbe mettere in luce la differenza tra contenuto
e modo di esprimere certi contenuti, saprebbe dire cosa sono le formule
matematiche (ad esempio come fa il Keisler in Elementary Calculus) e come
queste differiscamo e si allaccino ai problemi della matematica, saprebbe
far notare come la matematica si ponga in genere ad un livello di astra
zione superiore a quello della computazione sia quando non esegue ma in
dica come computare, sia quando si pone problemi sui metodi di calcolo.

Con osservazioni del tipo appena detto si pud precisare dove
si colloca la programmazione delle macchine calcolatrici, esigenza oggi
molto sentita, senza doverne fare oggetto specifico del corso, ma lasciando
ad altro momento 1'apprendimento del manuale delle istruzioni d'uso di una
specifica macchina calcolatrice per chi pud esserne interessato.

Partendo dal punto di vista sopra espresso, & stato impostato
il corso di aggiornamento in logica matematica per insegnanti organizzato
dalla sezione padovana della Mathesis.

Non ci si & limitati al solo aggiornamento degli insegnanti,
bensi si & voluto vedere se detta impostazione potesse poi sortire effetti
concreti una volta trasferita nella pratica dell'insegnamento.

Non avendo la possibilita di accedere a specifici gruppi di ri
cerca didattica, e senza quindi alterare minimamente il normale svolgimento
dei corsi, si & pensato di ricorrere ad incontri supplementari fécoltativi,
quasi conferenze, in cui presentare un ripensamento critico sulla problema

tica della matematica, e valutarne poi l'efficacia in qualche modo.
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Sono da sottolineare subito i limiti della sperimentazione:
questi incontri facoltativi sono stati infatti cinque di quasi due ore nel
pomeriggio a cadenza settimanale presso il liceo scientifico G. Bruno di
Mestre (VE), e tre mattutini di cinquanta minuti ancora a cadenza setti
manale presso l'istituto tecnico industriale Marconi di Piove di Sacco (PD).
Da osservare anche che gli incontri di Mestre si sono tenuti nel '79
mentre a Piove di Sacco si sono svolti nel '81.

Poco altro c'® da dire sugli incontri se non che erano a libe
ra partecipazione e che nel poco tempo disponibile si & cercato di tocca
re 1 temi della credibilitd della matematica, dei problemi posti da una
presentazione sia mediante definizioni esplicite sia assiomatica, dei pro
blemi che sorgono dall'uso di insiemi infiniti.

Nello scorso mese di marzo poi, & stato somministrato in en
trambe le scuole un test che & dunque risultato a distanza di circa due
anni dagli incontri a Mestre, e "a caldo" invece a Piove di Sacco..

I1 test (riportato alla fine) & stato presentato sia a stu
denti che avevano presenziato agli incontri sia’ad altri studgnti, in en
trambi i casi volontari.

Anche nel questionario si & voluta mantenere una attenzione per
problemi per cosi dire metamatemati;i. Alcune domande non sono state
formulate con la massima precisione per cercare di valutare pid libe:e
reazioni da parte degli studenti, e comunque le domande non sono quelle
classiche di un compito di matematica. Il tutto ha suscitato interesse
negli studenti.

C'é da dire che non si ha alcuna pretesa che i dati ottenuti
siano in alcun modo probanti di alcuna posizione. Il test non vuole essere
che la proposta di una possibile direzione per cui incamminarsi per una

eventuale sperimentazione didattica.
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La prima parte del questionario proposto (1, 2, 3, 4, 5, 6)
tendeva a realizzare un'analisi della situazione dopo gli incontri, e
a dividere il campione in gruppi da confrontarsi.

Da queste prime risposte & sembrato di poter leggere llalta
disponibilita dimostrata a ripetere 1'esperienza.

La restante parte del questionario tendeva a verificare pit
precisamente 1'effetto degli incontri sia dal punto di vista dei bisogni
manifestati (7, 13) da coloro che hanno risposto, sia dal punto diléistav
delle conoscenze matematiche (9, 10, 11, 12), sia dal punto di vista della
loro opinione sulla matematica (7, 8, 14, 15) sia infine dal punto dib
vista della loro capacitid di analisi logica (16, 17, 18).

Molte risposte sono sembrate significative.

Alcune potrebbero denunciare una mancanza di collegame#t;ftra
informazioni acquisite in successivi anni di corso (10).

Altre potrebbero indicare differenze tra gli ailievi provenienti
da sezioni diverse e la necessitd di una migliore unita orgaﬁizzativa di
programmazione didattica (10, 11, 17).

Altre ancora permettono di rilevare maggiori sicurezze opera
tive e concettuali 13 dove la matematica, per scelta degli insegnanti o
per particolare indirizzo dell'Istituto, & stata collegata alla trattazio
ne di altre discipline scientifiche (12).

Alcune risposte sono interpretabili come denuncia di insuffi
cienza di informazioni proposte dalla scuola (7, 13).

Durante lo svolgimento del test si & notata una difficolta
molto marcata nel rispondere a domande la cui formulazione presentava una

certa complessita logica (17, 18).
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Ringrazio vivamente il Prof. Antonio Scudeler per la sperimen
tazione a Piove di Sacco e la Prof. Giuliana Righi per la sperimentazione

a Mestre e per la stesura dei commenti ai risultati del questionario.

QUESTIONARIO
1) Hai frequentato le lezioni extra sulla matematica organizzate
A si (saltare alla domanda 3) B no
2) Se la risposta alla domanda 1) & no,perché
A non ti interessano le attivit3d nelle ore extrascolastiche
B non ti interessa la matematica
C non avevi tempo in quelle ore
D altri motivi (specificare) ..uuvieeieeenieiveeneennnennoenn
3) Se 1'esperienza fosse ripetuta, andresti a seguire gli incontri?
A si B no
4) Le lezioni extra seguite ti sono interessate
A molto B poco C niente
5) Ritieni di aver imparato qualcosa di nuovo?
A si B no
6) E' cambiato il concetto che avevi della matematica?
A si B no
7) Se si, perché ora per te &
A pil astratta

B pid chiara

C pid utile

8) Pensi che la matematica sia pid
A una costruzione umana

B un riscontro di fatti oggettivi

Is B3®3s 9 (] ®II®
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9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)
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Due insiemi sono ugualmente numerosi

A se hanno lo stesso numero di cose

B mai

C se esiste una corrispondenza biunivoca da uno su tutto 1l'altro.

Gli insiemi infiniti sono

A tutti ugualmente numerosi

B non tutti ugualmente numerosi

I1 problema di confrontare due numeri reali per vedere qual'é

maggiore

A non presenta alcuna difficolta

B & insolubile a volte

C pud essere difficile

Chi & maggiore tra 3,14Y2 e 1,41TT; e chi tra

3,141 Y2 e 1,414TT.

La nostra conoscenza dei numeri reali & limitata dal fatto che

sono

A troppo numerosi

B poco stﬁdiati

C descritti male nelle scuole

"I calcoli eseguiti con le calcolatrici sono facili e perfettamente

esatti'.

A  vero B falso

A La conoscenza matematica dell'umanita & completa, restano solo da
fare i calcoli di volta in volta necessgfi per le singole applica
zioni.

B Lé matematica & un settore della conoscenza umana con molti, impor

tanti e fondamentali aspetti tutti da chiarire.
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16) A La matematica ha un unico modo di intendere la parola "esiste"
B In matematica ci sonmo vari livelli di esistenza
17) I postulati e gli assiomi sono
A affermazioni di fatti evidenti
B affermazioni necessariamente sempre vere
C affermazioni su un concetto (ad esempio retta, numefo, somma) che
servono a precisarlo
18) "Comunque scelte delle affermazioni su un concetto, queste lo
individuano" - -

A vero B falso

INTERVENTI NEL DIBATTITO

Dal Maso: 11 mio intervento & fondato sulla esperienzé da me acquisita
nell'insegnamento della matematica ﬁresso 1'Istituto Tecnico Nautico di
Trieste, nel periodo 1966 - 74,

E' noto cﬁe, a livello elementare, in oghi campo della mate
matica, prima si impara ad operare concretamente con enti di una certa
classe e poi si avverte 1l'esigenza di formalizzare questi calcoli in modo
da poter pervenire a semplificazioni delle operazioni da eseguire, senia
far intervenire realmente gli oggetti su cui si opera. Ad esempio, prima
si impafa éwfareyfrcéicoli ﬁumeriﬁi e 5015 pid tardi si avverte 1'esigenza
di formalizzare questi calcoli, mettendo in evidenza le proprietd forma
1i delle operazioni,‘g ﬁeglio, introducendo un alfabeto, una sintassi e
le regéie‘diicéfgéidz nasce’cosi il formalismo del calcolo 1é£téralé.v

erspiéé&édmi‘alﬁalé considérééidnevgenerale, nel primo anno

del Nautico, cercavo di portare avanti contemporaneamente il formalismo
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del calcolo letterale e quello della logica. Per quanto concerne la lo
gica, dopo aver assunti come primitivi i concetti di proposizione, di
vero e di falso e di aver precisato che nella logica ci si occupa di
proposizioni alle quali spetta in maniera inequivocabile 1'attributo di
vero o di falso, corredavo questa esigenza con esempi e controesempi
ragionevoli. Per familiarizzare gli allievi all'uso corretto dei connet
tivi di congiunzione, di disgiunzione e di negaziome, cercavo, su sempli
ci esempi, di indurre gli allievi stessi a trovare da soli il valore di
veritd della congiunzione di due proposizioni, della disgiunzione e delle
loro negazioni. Qualche incertezza manifestavano nel dedurre il valore
di veritd della negazionme della congiunzione di due proposizioni: dipen
deva dalla scelta dell'esempio. Per 1'implicazione tutti erano d'accordo
che, nell'ipotesi che p fosse vera, p implica q avesse lo stesso contenuto
di verita di q, meno chiaro appariva che p implica q fosse comunque vera
nell'ipotesi che p fosse falsa: accettavano questa definizione attribuen
do una specie di beneficio del dubbio su q nel caso che p non fornisse
informazioni. Introdotti i conmettivi di implicazionme e di coimplicaziome
ne davo la lettura pid consueta: se p, allora q; da p segue q; p & condizio
ne sufficiente per q; q & condizione necessaria per p.

A questo punto sorgeva 1l'esigenza di introdurre un formalismo
(cioé un alfabeto, una sintassi e regole di calcolo) che permettesse di espri
mere proposizioni, anche complicate, mediante i connettivi introdotti e
di semplificare queste proposizioni composte senza fare appello al signifi
cato e al valore di veritd delle singole proposizioni componenti. Nel segui
to del corso questo formalismo dimostrera tutta la sua utilitd, ma inizial
mente ritenevo opportuno appassionare gli allievi al calcolo delle proposi

zioni e alla traduzione di proposizioni del linguaggio comune in espressio
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ni del linguaggio formalizzato e viceversa. Passavo poi alla realizzazio
ne di circuiti elettrici ad interruttori atti a risolvere operazioni logi
che. Questo era 1'argomento che pili attraeva gli allievi, i quali, data
una proposizione composta, riuscivano, e in maniera autonoma, a traccia
re il circuito relativo e quelli ad esso equivalenti, dimostrando in tal
modo di saper applicare correttamente le proprietd dei connettivi.

A questo punto gli allievi avevano imparato ad usare.corret
tamente la congiunzione e, la disgiunzione o, la negazione, l'implicazio
ne, la coimplicazione, 1'articolo determinativo e quello indeterminativo.
Per gli scopi del corso occorreva ancora insegnare agli allievi il signi
ficato di proposizioni come: '"per ogni oggetto di un certo insieme &
vera una data proposizione dipendente da quell'oggetto", "esiste un ogget
to di un certo insieme per cui & vera una data proposizione dipendente da

quell'oggetto". Introducevo quindi i quantificatori, ne deducevo la rego

la di negazione e provavo con esempi la non commutativiti dei quantifi
catori universale ed esistenziale. Subito dopo passavo alla formulazione
di definizioni notevoli della matematica (come: 1'insieme A ha massimo,
m & il massimo di A, A & limitato superiormente, la funzione f non &
crescente in A, la funzione f & non crescente in A, ecc.) e alla loro
traduzione simbolica.

A conclusione del mio intervento posso affermare che gli ele
menti di logica formale,cosl introdotti nel primo anno del Nautico, mi
consentivano di sviluppare in maniera pill agevole ed organica le ulterio
ri parti del corso (probabilita, geometria, trigonometria, continuiti,

limiti, calcolo differenziale e integrale), realizzando anche nelle succes

sive formalizzazioni una notevole economia di pensiero.

Intervengono nel dibattito anche i Proff. Boero, Ferro,Gerla, Prodi.
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